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INTRODUCTION 
Pour un anneau A, on note GL,(A) le groupe des matrices (n, n) inver- 
sibles a coeffkients dans A. Les homomorphismes de stabilisation de 
GL,(A) dans GL,, , (A), p > 1, definis par 
0 
M+ 
M VI 0 0 0 1 
induiscnt, pour n > 0, un systeme inductif de groupes 
.‘. +Hw(GL,(A),Z)-* H,(GL,+,(A),z)+ . . . . 
Un rtsultat general sur la stabilite d ce systeme (stabilite d l’homologie 
du groupe lineaire) pour un anneau quelconque a Ctt donne par A. A. 
Suslin [SUM], a la suite de travaux de W. van der Kallen [VdKl]: 
Pour tout n > 0, les homomorphismes de groupes 
H,(GL,(A), Z) --* H,,(GL,+ 1(A), Z) 
sent 
l surjectzfi pour p > max(2n, rs(A) + n - 1 ), 
l injectifs pour p > max(2n, rs( A) + n). 
27 
0021.8693/89 53.00 
Copyright cj 1989 by Academic F’rmb, Inc. 
All nghtn of reproduction in any form reserved 
28 DANIEL GUIN 
Si F est un corps (rs(F) = 1 ), le resultat precedent indique que les 
homomorphismes 
ffnW,(F)~ Z) + H,(GL,+ ,(F), Z) 
sont des isomorphismes pour p > 2n, des que n 3 1. Or, A. A. Suslin a mon- 
tre ensuite que, si F est un corps commutatif infini, ces homomorphismes 
sont des isomorphismes pour p > n. De plus, il a montre que cette borne est 
la meilleure possible, n montrant que la premiere obstruction a la stabilite, 
c’est a dire le groupe 
ff,,(GL(F), Z)IIm(H,,(GL,- (F), Z)), 
est isomorphe au groupe de K-thtorie de Milnor de F, K:(F) [Sul], qui, 
en general, n’est pas nul. 
D’autre part, C. H. Sah a montre que ce resultat de stabilite d
l’homologie du groupe lineaire est encore valable pour un corps non com- 
mutatif de centre intini, mais la description de la premiere obstruction a la 
stabilitt restait un probleme ouvert [Sal. 
Le travail presenti: ci consiste a ttudier les problemes de la stabilitt de
l’homologie du groupe lineaire t de la caracterisation de la premiere 
obstruction a cette stabilite pour une classe d’anneaux plus large que celle 
des corps. 
Prtcisement, nous montrons que si A est un anneau non necessairement 
commutatif et ayant suffkamment d’elements inversibles, les homomor- 
phismes de groupes 
H,t(GJw), Z) + H,(GL,+ ,(A), Z), n 30, 
sont des isomorphismes pour p 2 n (chapitre 2,thtoreme 1). 
Le groupe H,(GL,(A), Z)/Im(H,(GL, ](A), Z)) est alors la premiere 
obstruction a la stabilite de l’homologie du groupe lintaire. Nous en don- 
nons une presentation par generateurs et relations. Cette presentation est 
une gentralisation naturelle aux anneaux de la K-thtorie de Milnor 
(chapitre 3,thtoreme 2). Nous appelons la theorie ainsi definie K-thtorie 
de Milnor des anneaux, et nous la comparons a la K-theorie de Quillen 
(chapitre 4). 
P. Vogel a obtenu des resultats analogues, par une autre mtthode, pour 
l’homologie a coefficients “ ordus” [Vol. 
On notera l’analogie entre les rtsultats ci-dessus et ceux obtenus par 
J-L. Loday et D. Quillen sur l’homologie de l’algebre d Lie des matrices 
CLQ, L21. 
Prtcisons le contenu de chaque chapitre. 
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1. Les anneaux avant saffisamme~t d’4lt;ments i~versibles 
Les anneaux A que nous considerons dans ce travail verifieront les deux 
hypotheses uivantes: 
Hl. Pour tout n 3 2 et pour toute famille.finie de formes linkaires suryec- 
tives fi d@nies sur le A-module a droite libre A”, il existe un element v de A” 
tel que, pour tout i, f,(v) soit un element inversible d A. 
H2. Pour tout n 3,2 il existe a,, . . . . ~1, ~l~nlents i~versibles du centre de 
A, tefs que toutes /es sommes partie~les de gi soient inversib~es. 
Si I’anneau A est ~ommutatif, la condition H2 est consequence de la 
condition H 1. 
Les anneaux verifiant la condition Hl sont, en particulier, de rang 
stable 1. Dans ce chapitre nous rappelons ces notions et nous precisons les 
principales proprittes qui en dtcoulent. En particulier, si A est un anneau 
de rang stable 1, 
- la dimension des A-modules libres est bien dtlinie, 
----- tout module stablement libre st libre, 
-- pour tout n> 1, le groupe GL,(A) opere transitivement sur 
l’ensemble &z,(A) des elements unimodulaires de A”. 
2. Stability de I’homoIogie du groupe lineaire 
Dans ce chapitre, nous montrons que sous les hypotheses Hl et H2, 
pour tout yt 20 et pour tout p> n, l’homomorphisme de stabilisation 
de GL,(A) dans GL,+,(A) induit un isomorphisme de groupes 
H,(GL,(A), Z) z H,(GL,+ ,(A), Z) (thtoreme 1). 
Pour ce faire, en nous inspirant du travail de C. H. Sah [Sal, nous con- 
struisons un complexe de CL,(A)-modules (C,(n), d,) totalement acycli- 
que. Ce complexe donne naissance a un bicomplexe. L’une des deux suites 
spectrales a sociees a ce bicomplexe degenere totalement et converge vers 
zero. Nous montrons un resultat d’acyclicite du complexe constitue par les 
co-invariants du complexe (C,(n), d,) sous l’action de GLJA). ceci, et un 
resultat de A. A. Suslin et P. Vogel sur l’homologie du groupe affine, 
permet d’etudier, par un raisonnement par recurrence sur n, l’autre suite 
spectrale. On en dtduit Ie resultat. 
3. Premiere obstruction a la stabilith de I’homologie du groupe lineaire: la
K-theorie de Milnor des anneaux 
D’apres le theoreme 1, le groupe H,(GL,,( A) Z)/Im(H,(GL,- ,(A), Z)) 
est la premiere obstruction B la stabilite de l’homologie du groupe lineaire. 
Nous en donnons une presentation par generateurs et relations. 
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Precisement, nous montrons (thtoreme 2) que ce groupe est isomorphe au 
groupe abelien KY(A) engendre par les elements 
{a,, . . . . u,~}, clieA* pour i= 1, . . . . n, 
soumis aux relations 
{a,, . . qa;, .. a,> = (a,, . . ait ‘.., a,) + (a,, . .) a;, ..) a,,), vi= 1, . . n, 
ia , 9 ..*t a,> =o s’il existe i #j tels que a, + ai = 1. 
Les groupes Kc(A) generalisent aux anneaux, y compris non com- 
mutatifs, les groupes de K-thiorie de Milnor des corps commutatifs. 
Pour Ctablir le theorcme 2, en nous inspirant du travail de A. A. Suslin 
[Sul], nous introduisons des groupes S,,(A) et nous construisons des 
homomorphismes de groupes 
Ki”(A) -+ H,(GL(A), Z)/Im(H,(GL,, ,(A), 2)) --) S,(A) -+ K;(A). 
Nous montrons que la thiorie S, est munie dune structure mul- 
tiplicative. C lle-ci et les structures multiplicatives d  l’homologie t de ia 
theorie KF permettent d’expliciter l’homomorphisme compose ci-dessus, ce
qui fournit le resultat. 
4. ~o~paraison des K-thtkries de Signor et de Quillen 
Si A est un anneau verifiant les hypotheses Hl et H2, les resultats 
precedents (thtoremes 1 et 2) montrent que l’homomorphisme d’Hurewicz 
induit, pour tout n 3 0, un homomorphisme de groupes v),~: K,(A) + 
K,M(A 1. 
Si l’anneau A est commutatif, la structure produit en K-theorie de 
Quillen induit, pour tout n Z 0, un homomorphisme de groupes 
+n: &!‘(A)-,K(A). 
On montre alors que, pour tout n > 1, l’homomorphisme qn, 0tin est la 
multiplication par ( - l)“- ‘(n - I)!, ce qui prouve que, rationellement, la 
K-theorie de Milnor est en facteur direct dans la K-theorie de Quillen. 
Dans le cas non commutatif, la comparaison des deux theories est plus 
delicate. Toutefois, siA est un anneau local non commuatif, M. Kolster a
montrt [Ko] qu’il existe un groupe U(A), dthni par generateurs et 
relations, tel que la suite 
soit exacte. Nous montrons que cette suite st une exacte de A*-modules 
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croises, et la suite exacte d’homologie non abtlienne associte [G2, G3] 
permet de determiner le noyau et le conoyau de (p2. Precisement, la suite 
est exacte. On remarque que le conoyau de (p2 est lie z?r la suite centrale 
descendante de A*. 
Dans [G4] on trouvera une etude de KY(A) pour A anneau de 
valuation discrete. 
1. LES ANNEAUX AYANT SUFFISAMMENT D'kL6mNTS INVERSIBLES 
Considerons un anneau A et un A-module g droite (ou $ gauche) M. 
Rappelons qu’un element u de M est unimod~~air~ s’il existe une forme 
lineaire f: M -+ A t&e que f(u) = 1. 
On note Urn,(A) l’ensemble des elements unimodulaires de A”, ou A” est 
le A-module a droite libre standard. 
EXEMPLE. La premiere colonne d’une matrice (n, n) inversible, g coef- 
ficients dans A, est un element de Urn,(A). 
DEFINITION ( 1.1). Le rang stable dun anneau A, note rs(A), est le plus 
petit entier n Z 1 tel que la propritte suivante soit satisfaite: 
(SR,): pour tout Clement (a,, . . ..a.+,) de Urn,,,(A), il existe 
b,, . . . . b, dans A tels que (a, + b,aFtt,, .. . . a,, + b,a,+ 1) appartienne ri 
um~~(A f. 
EXEMPLES (1.2). (1) Si A est un corps, un anneau local, ou un anneau 
semi-local, rs(A) = 1 [Ba]. 
(2) Si A est un anneau commutatif noethtrien, rs(A)B 1 -t 
dim Max(A) [Ba]. 
(3) Si k est un corps, rs(k[x,, . . . . x,]) 6 n + 1. 
(4) Si k est un corps tel que K,(k) =# 0, alors rs(k[x,, x2]) = 3 [IQ]. 
(5) Si A est l’anneau des fonctions continues sur un espace topologi- 
que X, g valeurs reelles, rs(A) = 1 + dim X [Val 1. 
(6) Si A est l’anneau des fonctions continues sur un espace topolo- 
gique X, a valeurs complexes, rs(A) = 1 + [$(dim X)], 06 [ ] dtsigne la 
partie entiere [Val f. 
481’123’1.3 
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(7) Pour tout anneau A, on a 
ou [ ] designe la partie ntitre [Val 1. 
Remarque. Si I’anneau A est de rang stable n, la condition (SR,) est 
verifiee pour tout m 2 n [Val 1. 
Le groupe G&,(A) opere par la muftip~ication & gauche sur Urn,,(A). Une 
propriete importante lice au rang stable st la suivante: 
--. si A est un anneau de rang stable r, alors pour tout n 3 Y + 1 le 
groupe CL,(A) opere transitivement surUrn,(A) [Va3]. 
Pour le rang stable 1, la d~~nition g&r&ale don&e en (1.1) peut s’ecrire 
plus simplement: un anneau A est de rang stable 1 si, pour tout element a 
et b dans A tels que aA + hA = A, il existe tE A tel que a + bt soit inversible 
a droite. 
Remarque. Cette definition peut etre vue comme une version “droite” 
du rang stable I. En fait, les versions “gauche” et “droite” sont equivalentes 
car un anneau est de rang stable Isi et seulement si son anneau oppose est 
de rang stable 1 [Val ]. 
Indiquons quelques proprietes des anneaux de rang stable 1 qui nous 
serons tres utiles dans la suite: 
- Duns un anneau de rang stable 1, tout &IPment jnversi~Ze cigauche 
(req. b droite) est inversibfe. 
- Si A est un anneau de rang stable 1, la dimension des A-modufes 
iibres est bien drifnie. 
- Si A est un anneau de rang stable 1, tout A-mod&e stabfement fibre 
est fibre. 
La propriete suivante sera utiliste res fr~quemment (de fagon imp~i~ite) 
dans les chapitres 2 et 3: 
B.I. (Base Incompfete). Soient u, , . . . . up et vI , . . . . vp /es bases respectives 
de facteurs directs fibres Ii et V de dimension p d’un A-mad~fe Iibre A”. 
Tout A-isomorphisme u: U -+ V (a(ui) = v,), i= 1, . . . . p, se prolonge en un 
automorphisme de A”. 
En fait, les anneaux que nous considirons dans ce travail, verifient les 
deux hypotheses Hl et H2 Cnnoncees dam ~‘introduction. 
Ceci entraine qu’un tel anneau a beaucoup d’elements inversibles. 
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Remarques. Comme l’a remarqui: W. van der Kallen, si l’hypathkse Hl
est vCrifite pour les modules g droite, elles est kgalement v&%iCe pour les 
modules g gauche. 
Comme on pourra le constater tout au long des chapitres 2 et 3, 
l’hypothtse Hl est fondamentale dans ce travail. L’hypothkse H2 est une 
hypothBse technique permettant de “calculer” l’homologie du groupe affine 
(chapitre 2, 5f2.2.2)). 
~OPOSITION (1.3). Si l’unneau A est eorn?nutat~~ I’hy~oth~se H2 est une 
conshquence de ~‘hypoth~.~e H 1. 
DPmonstration. Soit n 3 2 un entier fix& considkrons la famille de for- 
mes liniaires surjectives constituke des n projections pide A” sur A et de 
toutes leurs sommes partielles. L’hypothise Hl appliqutte A cette famille 
assure l’existence d’tkments ~1,) ... . (x,, de A* tels que toutes les sommes 
partielles des cli soient inversibles. i 
PROPOSITION (1.4). Un anneau &rfiant l’h~l~oth~se Hl est de rang 
stable 1. 
Demonstration. Soient a et b des klkments de A tels que aA $ bA = A. 
Notons (e, e2) la base canonique du module g droite libre A2 et fla forme 
1inCaire surjective dkfmie par f(el ) = a et f(ez) = b. Soit p, la premikre 
projection de A2 sur A. Alors il existe u= e, uI + e2u2 tel que pi(u) = u, et 
f(u) = av, + bv, appartiennent g A *.OnendCduitquea+bo,z~;‘~A*etA 
est done un anneau de rang stable 1. 1 
Remarque. L’hypothbe Hl est en fait une condition plus forte que 
d’&tre de rang stable I. Un anneau A vitrifiant l’hypothbe HZ est “k-fold 
stable” [VdK2]. Ce point nous sera utile aux chapitres 3 et 4. 
EXEMPLES d’anneaux vkifiant I’hypothbe Hl : 
- les corps infinis. 
- les anneaux locaux ou semi-locaux $ corps rksiduels infinis. 
2. STABLUB DE L’HOMOLOGIE DU GROUPE LINBAIRE 
Le but de ce chapitre st d’ktablir lerk-sultat suivant: 
THI?ORE!ME 1. Soit A un anneau v~ri~ant les hypotheses Hl et H2. Alors, 
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pour tout n > 0 et pour tout pan, ~‘homoinor~hisme d ~~tabi~~atio~ de 
GL,(A ) duns GL, + , (A) induit un isomorphisme de groupes 
Hn(GL,,(A), Z) = fC,(G-$,+ ,(A), Z). 
Nous prodderons par rkurrence sur n. Nous montrerons que ce rksultat 
est vrai pour n = 1. Nous ferons l’hypoth&se d rtcurrence suivante 
Pour montrer que le rirsultat est vrai pour n - 1, nous construirons un 
complexe acyclique de GL~(A)-modules (ii gauche). A partir de ce com- 
plexe, now construirons un bicomplexe. L’ktude des suites spectrales 
associies i ce bicomplexe, nous fburnira le rtsultat. 
Notation. Rappelons que pour un entier fixi: n 3 1, A” est le A-module 
ZI droite libre standard de dimension n; le groupe GL,(A) op&re par 
multiplication g gauche sur Urn,(A). 
Dam toute la suite on notera-O,;(,,, -1e produit tensoriel au dessus de 
l’anneau Z[GL,(A)]. 
2.1. Le complexe (C,(n), d,) 
DEFINITION (2.1.1). Pour tout p 2 1, un p-uple (ul, .. . . up) est dit de rang 
k si v,, . . . . v, sont des tltments de Um,JA) qui engendrent un sous-module 
libre facteur direct de A”, de dimension k. 
DEFINITION (2.1.2). Pour tout p > 1, CD(n) est le groupe abtlien lihre 
engendri: par les p-uples ordonnks (o,, .., up) d’C1Cments de Urn,(A), engen- 
drant un facteur direct libre de A”, et tels que, quel que soit q, 1 ,< q gp, 
tout q-uple extrait de (u,, .. . . up) engendre un facteur direct libre de A”. On 
pose C,(n) = Z. 
Pour tout p-uple (v,, .. . . up) on note (a,, .. . . “u;, . ..- up) le (p- 1 )-uple 
obrenu en supprimant la composante sit&e i la ieme place; pour tout p 2 1 
et pour tout i, 1 d i <p, on pose 
dPJvi, . . . . up) = (v,, a.., “v,“, ... . up) 
et 
d,(v ‘=’ I, . . . . VP)’ 1 (-l)i+‘dpJ(vl ,‘..) VP). 
;= 1 
PROPOSITION (2.1.3). L’anneau A vM$ant I’hypothsse H 1, le compiexe 
de groupes abPliens (C,(n), d, ) est acyclique. 
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DPmonstration. La definition des groupes C,(n) implique que, si 
(V , 3 *.., up) est un generateur de C,(n), pour tout i, 1 Q i <p, (vl, .. . . ‘II,“, . . . .up) 
appartient a C,- l(n). On verifie aisement que (C,(n), d,) est un complexe 
de groupes abeliens. Montrons qu’il est acyclique. Soit 
x = C n,(o;, . .. . 21;) 
un p-cycle. L’hypothese Hl entraine que pour toute famille finie de sous- 
modules stricts de A”, il existe un vecteur unimodulaire u qui est en facteur 
direct avec chacun d’eux. C’est le cas pour les facteurs directs libres de A” 
de dimensions trictement inferieures a n, engendres par les q-uples extraits 
de (vi,, . ... II;), q<p, quel que soit i. Par consequent, pour tout i, 
(v, Vi) . ..) vb) appartient a C, + ,(n). Comme x est un cycle, on a 
d,, I(C n,(u, II:, . .. . us)) = x. 1 
Lop&ration de G&,(A) sur Urn,(A) munit les groupes C,(n) d’une struc- 
ture de G&(A)-module et le complexe (C,(n), d,) est un complexe de 
GL,( A )-modules. 
On dtfinit sur ce complexe une filtration de la maniere suivante: pour 
tout p et q, on note F,(C,(n)) le sous-groupe abelien de C,(n) engendre par 
les q-uples (vr , . . . . vy) de rang inferieur oh tgal a p. Loperation de GL,(A) 
sur C,(n) ne moditiant pas le rang, on obtient un sous-complexe 
(F,(C,(n)), d ) de G&(A)-modules qui sont en fucteur direct dans les 
G&(A)-modules constituant (C,(n), d,). 
Pour p > 1, on obtient ainsi une filtration du complexe (C,(n), d,) par 
des sous-complexes. 
Le resultat suivant est l’une des &tapes essentielles de notre 
demonstration. 
PROPOSITION (2.1.4). Pour tout n 3 2 Ze complexe Z@,,,, C,(n) est 
(n + 1 )-acyclique. 
DPmonstration. La filtration define sur le complexe C,(n) induit une 
filtration 
F*(Z @G(n) C,(n)) = Z 0 G(n) F*(C*(n)) 
de ZOG,,, C,(n). Notons 
U$(n)), = F,(Z OGcn) C,(n)). 
On a tvidemment Z OGcnj C,(n) = (F,,(n)),. Considerons la suite xacte de 
complexes 
(F,- I(n)), + (F,(n)), + (F,(n)),IF- l(n)),. 
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Pour demontrer la proposition (2.1.4) nous allons montrer que, pour tout 
n > 2 et tout p 2 1, I’homomorphisme H,((F+ ,(n)),) + H,((F,(n)),), 
induit par I’inclusion de complexes (F, _ I(n)), + (F,(n)),, est nul, et que, 
pour n 2 3, le complexe quotient (F,(n)),/(t;, l(n)), est (n + 1 )-acyclique. 
Pour n = 2 on fera un demonstration directe. 1
LEMME (2.1.4.1). Pour tout n 3 2 et tout p > 1, l’homomorphisme de 
groupes 
induit par I’inclusion de complexes (F+ ,(n)), + (F,(n)),, est nul. 
Dkmonstration. Soit c E (t;,_,(n)), un p-cycle (p > 1). On peut supposer 
que chaque p-uple constituant c, est dans le sous-module @,>,2 Ae, de A”, 
oti (e,, .. . . e,2) est la base canonique de A”. Notons e, #c I’element de 
(F,(n)),+ 1 obtenu en juxtaposant e, comme premiere composante a tous 
les p-uples constituant c. Puisque c est un cycle, on verifie qu’il est I’image 
de e, #c par la differentielle de ZOO,,,, C,(n), induite par celle de C,(n) 
(les elements de G&(A) operant sur les p-uples pour annuler d,(c), 
peuvent &tre choisis tels qu’ils laissent fixe ,). Par consequent la classe du 
cycle c dans H,((F,(n)),) est nulle. 1 
On en dtduit que, pour tout n 32, les suites ci-dessous sont exactes: 
pourp32 
0 -, H,((F,ln)),) -+ Hp((f’n(n)),I(Fn- l(n)L) 
-‘H, l((F,-.l(n)),)-+O, 
et 
O+Hl((F,(n)),) + H,((F,(n)),I(F,~,(n)),)jO. 
D’autre part, pour tout p<n - 1, on a (F+ I(n)), = (F,(n)), et par 
consequent, le complexe quotient (F,(n)/F,- ,(n)), = (F,,))*/(F,_ ,(n)), est 
nul pour * <n - 1. On en deduit que le complexe F,((n)), est (n - l)- 
acyclique pour tout n 3 2. 
Ecrivons les premiers termes non nuls du complexe quotient: 
Chacun de ces groupes est constitue de classes d’tlements de C,(n) 
(i= n, n + 1, n + 2) sous l’action de CL,(A). 
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LEMME (2.1.4.2). Pour n>,3, le groupe (F,(n)/F,~,(n)),.,/Im 6 est 
engendrh par la classe de (e, + e2, e, , . . . . e,), et la diffPrentielle d induit un 
isomorphisme de ce groupe sur le groupe (F,(n)/F,,_ ,(n)),. 
L@monstration. Le groupe (F,,(n)/E;,- I(n)),+ 1 est engendre par les 
classes des (n + 1 )-uples (v, , . . . . u,, u,, +r ) qui sont de rang n. Un tel (n -t l)- 
uple est constitue de n vecteurs formant une base de A”, et d’un vecteur 
combinaison lineaire a coefficients inversibles de s d’entre ux (pour un cer- 
tain s compris entre 1 et n). De manike analogue a [Sa, theoreme B7], 
nous allons montrer que la classe d’un tel Clement dans I, OGtn) C, + ,(n) 
appartient au sous groupe R(n; n + 1) defini de la fa$on suivante, 
R(n;n+ l)=(ZQG,,tj (et +e2,el, . . . . e,)) 
+ 6(Z QG(,r) C,,+z(n))+(F,-l(n)),+, 
ce qui prouvera la premiere partie du lemme, 
Notation. Pour un element w de C,+,(n), on notera cl(w) sa classe 
dans le groupe ZQGcnj C,,,(n). 
Etape 1: Soit w = (u I, . . . . u, + , ) un (n + 1 )-uple de rang n. s’il existe i, 
l<iinn,telquevi=UiC1, alors cl(w) appartient 6 R(n; n + 1). Le calcul de 
401, . . . . vi> vi, vjr ui+2, . . u,, ,I 
montre facilement que cl(w) appartient a 6(Z OGcnj C,,,(n)) + 
K. An)L+,. Or remarquera que dans ce cas s = 1 et que la classe de w 
dans (F,(n)/F,- r(n)),+ ,/Im 6 est nulle. 
Etape 2: Soit w = (ur , . . . . u,+ ,) un (n + l)-uple de rang n. Si 
(0 3, *I’, v + ,) est de rang n - 2, cl(w) appartient a R(n; n + 1). On a 
d(v,+v,, 01, ~2, v3r.--, u,r+,) 
=W-(~1+~2,V2,Ug,...,V,+,)e(v,+~,,u,,u,,...,v,+,) 
+ 1 (-l)j(u, +u2, 01, v2, tJ3, . ..) “Ui’, . ..) II,+,). 
ia 
Pour tout i 3 3 l’eliment (u3, ..,, “‘II;‘, . . . . v, + r) est de rang k <n - 2. 
- Si kin-2, cl(o,+v,, vr, u2, v3, . . . . “,:I, ... . ~,+,)E(F,-,(n)),+,. 
_I Si k=n-2, 
cl(V~ +02,u1, u2,03, ..-, “a;‘, . . . . u,+I)E(ZQccn, (e,+e,, e,, . . . . e,)). 
mwre part, cl(fv, + u2, uIr u3, . . u,+ ,) - (II, + 2h, u2, v3, .. . u,+ ,)I = 0. 
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Etape 3: Soit w = (v,, ..,, u + ,) un (n + 1 )-uple de rang n. S’il existe i
tel que vi + 2 = ui, alors cl(w) appartient g R(n; n + 1). 
- Si i= 1, on a w=(u,, uz,u,,uq ,..., o ,,). Alors, 
d(v,+u,,u,,v2>~1,v4, . . . . v,+,)=w-(u,+v2,v2,v,,v4 ,..., v,+,) 
+ 1 (- 1 Y(u, f v2, VI, v2, v,, v4, . . . . “vl’, . ..) v,T+ I), 
i24 
et le rhltat provient des &apes 1 et 2. 
- si i=2, on calcule d(vl+v2+v3,v,,v2r~j ,..., v,+,) et on 
constate que 
4V,,c’2,~3,U1,..., U,+,)ER(n;n+l), 
ceci et le cas i= 1 permet de conclure. 
- Si i> 3, le resultat provient de l’cirtape 2. 
Etape 4: Soit w = (v,, .. . . v,, +I ) un (n + 1)-uple de rang n. Pour tout 
i, 16i<n, 
cl((u,, . ..> v,, v,, 1, ‘.I> v,,+ 1) 
+ (u ,, . . . . vi+ 1, v, . . . . u,,+ 1)) E R(n; n + 1). 
Ceci provient du calcul de d(u, , . . . . v,, vi + , , v,, .. . . zi,, + ) et de l’ktape 3. 
Etape 5: Soit w = (v,, .. . . v,+, ) un (n + 1)-uple de rang n. Pour tout 
i, 1 <i<n+ 1, et pour tout QEA*, 
cl((v ,,..., vi ..., v +,)-(u ,,..., u,a ,..., u +,))~R(n;n+ 1). 
II suffit de calculer d(v,, . . . . vi, via, v,, , , . . . . u,, + ,). 
Remarque. L’ktape 4 montre que si w’ est obtenu $ partir de w en 
modifiant l’ordre des termes, alors cl(w) = cl(w’) h un tkment de 
R(n; n + 1) p&s. 
Ceci et l’ktape 5 montre que si w = (vl, .. . . v,, *) un est (n + 1 )-uple de 
rang, n, d un tltment de R(n; n -t- 1) p&s, on a 
cl(w) = cl PI, . . . . es, C e,, e,, 1, . . . . e, 
I GIG.\ > 
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06 (e,, .. . . e,) est la base canonique de A”. Or, si s = 1 ou 2, il est evident 
que 
cl e 
( 
, , . . . . e,, ,~~,sej,~.,+l,...,e,, ER(n;n+l). 
. . ) 
Si i > 3, on se ram&e facilement au cas i = 2. 
La deuxieme partie du lemme provient du fait que le groupe 
(F,(n)/F,. ,(n)), est engendre par la classe de (e,, .. . . e,). Or, dans 
(C,(n), d,) on a, 
d(e, + e2, e,, . . . . e,) 
= (e , , . . . . e,) - (e, f e2, e2, . . . . e,) + (e, + e2, e,, e3, . . . . e,) 
+ C (- l)j(e, + e,, e,, e2, e3, . . . . “e,“, ... . e,) 
3<j<n 
dont la classe dans (F,(n)/Fn;, r(n)), est Cgale a celle de (e,, .. . . e,). 
On en deduit que, pour n > 3, le complexe quotient (F,,(n)/F,- r(n)), est 
(n + 1 )-acyclique et, grace au lemme (2.1.4.1), qu’il en est de meme pour le 
complexe 
(F,(n))* = ZOm C*(n). 
Pour n = 2, on verifie aisement que la differentielle 
(F2(2)/F,(2)), s (F2(2)/F,(2))2 
est surjective, c  qui entrake que le complexe (F,(2)), est 2-acyclique. Un 
calcul direct montre que dans la suite 
0 --+ H3(F2(2))*) + H3((F2(2))*/(F1(2))*) -+ H,((F,@))*) + 0 
l’homomorphisme H,((F2(2)),/(F,(2)),) -+ H2((F1(2))*) est un isomor- 
phisme. On en dtduit que le complexe F,((2)), = ZOcc2, C,(2) est 
3-acyclique. 
D’oti la proposition (2.1.4). 
2.2. La suite spectrale EL, = H,(GL,(A), C,(n)) 
Considtrons L, une resolution du CL,(A)-module trivial Z par des 
CL,(A)-modules a droites libres. On forme le bicomplexe L, act,,) C,(n). 
On sait qu’on a alors deux suites pectrales convergentes, ayant m&me 
aboutissement. Du fait que la resolution L, est libre t que le complexe 
C,(n) est acyclique, l’une des suites spectrales degenere totalement et 
converge vers 0. L’autre commence a 
E;c/ = ff,(G-L(A), C,(n)). 
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Pour etudier cette suite spectrale, now aurons plusieurs fois recours a 
deux elements essentiels, quisont le lemme de Shapiro, et I’homologie du 
groupe afline. 
(2.2.1) LEMME DE SHAPIRO. Soit H un sous-groupe d’un groupe G et soit 
M un H-module. On considere le G-module Ind,, n(M) = Z[G] OZ[nl M. 
LEMME. Pour tout ia les groupes H,(H, M) et H,(G, Ind,,,(M)) sont 
isomorphes [ Br]. 
(2.2.2) HOMOLOGIE DU GROUPE AFFINE. Duns les situations oti nous 
appliquerons le lemme de Shapiro, le sous-groupe H sera le stabilisateur dam 
GL,(A) d’un element de Urn,(A), et sera done conjugut au groupe affine 
AffJA) constitue des matrices de la forme 
1 m [ 1 0 g 
oti 1 est la matrice identite (p, p), g E GL,(A) et m E MrJA). Nous 
utiliserons alors le resultat suivant (A. Suslin [Sul], P. Vogel [Vo]). 
THBOR~ME. Soit A un anneau, soient G, un sous-groupe de GL,(A) et G2 
un sous-groupe de GL,(A), dont l’un au moins contient le groupe des 
matrices diagonales a coefficients dans A. Soit M un sow-module de MpJ A) 
tel que G, M= M= MG,. Si l’anneau A satisfait l’hypothese H2 suivante: 
H2: Pour tout n 2 1 il existe 51,) .. . . CC,, elements du centre de A tels que 
toutes les sommes partielles des c(, soient inversibles, alors l’inclusion 
induit un isomorphisme en homologie a coefficients dans Z. 
On en deduit que l’homologie ntiere du groupe afline Aff,,,(A) dtcrit 
ci-dessus e t isomorphe a l’homologie entiere du groupe GLJA). 
PROPOSITION (2.2.3). Pour tout p b 1, on a un isomorphisme de groupes 
EL, = H,(GL ,(A), Z). 
Demonstration. Par definition. 
Eh, = H,(GUA), C,(n)). 
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Le groupe C,(n) est le groupe abelien libre ngendre par les elements de 
Urn,(A). Le groupe G&(A) opere transitivement sur Urn,(A). D’apres le 
lemme de Shapiro (2.2.1) on a 
EA, x H,(Stab(c), 2) 
pour c E Urn,(A). Le groupe Stab(c) est conjugue a Aff,, n- 1(A). L’anneau 
A satisfaisant ~hypoth~se H2, d’apres le theoreme de Suslin et Vogel 
(2.2.2), on a 
E;i “ff,B=,,- ,(A), Z). I 
PROPOSITION (2.2.4). Pour tout p >, 0, la dijf~rentieile 
d’: EL2 --+ E;, 
est nulle. 
DcSmonstration. Voir [VdK 1, $41. 1 
Etude du cas n = 2. Etudions la premiere colonne de la suite spectrale 
de terme 
On a 
et, d’apres la proposition (2.2.3), 
E;, = H,(GL,(A), Z). 
La differentielle 
d’: Ef, -+ Et0 
est induite par ~homomorphisme de stabilisation G&(A) --f G&(A). 
D’apres la proposition (2.1.4), lacolonne d’indice 0 du terme E’ de la suite 
spectrale est 3-acyclique. On en d&it, a l’aide de la proposition (2.2.4), 
we 
E$=Ef,= H,(GUAh Z)IIm(ff,(GL,(A), Z)) 
E;“;= Ef, =KerWWU), Z) -+ fWL(4, Z)). 
Comme la suite spectrale a un aboutissement nul, on deduit de ces deux 
igalites, que l’homomorphisme de stabilisation GL1(A) + G&(A) induit un 
isomorphisme 
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Ce rtsultat et un raisonn~ment par recurrence prouvent que, pour tout 
p 2 1, ~homomorphisme de stabiIisation GL,(A ) t GL,, r(A ) induit un 
isomorphisme 
H,(GL,tA), Z)~H,W,+M~ Z). 
Etude du cas &nCral. Soit n > 3, un entier fix& Nous allons faire une 
demonstration par rkcurrence, n faisant l’hypothbe: 
rotation. Pour alkger les notations nous noterons E,,* le complexe 
constitut par la colonne d’indice p du terme 
Nous avons difini au paragraphe (2.1) une filtration du complexe C*(M) 
par des sous-complexes F,( C,(n)), i & 1, dont les termes, en tant que 
G&(A)-modules, sont en facteur direct dans C,(n). Cette filtration induit 
done une filtration du complexe E,,. * par des sous complexes F,(E,, *) = 
I;I,(GMAf, Fj(C*tn))), etE,,.*if’it&,.e)= HJGUA), ~*(n)/Fi(C*tn))). 
PROPOSITION (2.2.5). Pour tout p < n - 2, le sow-compiexe F, -J E,..) de 
Ep,. est iso~orp~e ci (ZOG+-pt C,(n -p))Oz HJGLJA), Z). 
~~~o~stratio~. Pour tout q&O, on a F,-p(E,,,)= ~~(GL~(A), 
F,-. ,,( C,(n))). Notons F(n - p, q) l’ensemble des orbites distinctes, ous 
l’action de GL,(A), d’kltments (vi, .. . . uy) de F,F,,_,(C,(n)). Le groupe 
F,, -,(I?,,,) s’kcrit alors 
oh e disigne l’ensemble des Clkments de l’orbite c. Si c est l’orbite d’un 
Clkment (uI, . . . . II,), d’apr&s Ie lemme de Shapiro (2.2.1), on a: 
~~(GL~(A), Z[e]) z ~~(Stab(~~, . .. . v,), Z). 
Or, si (71, , .. . . uy) est de rang k, le groupe Stab(o,, ... . yy) est conjugut du 
groupe affine Aff,,._,(A). D’aprbs le thCor&me de Suslin et Vogel (2.2.2) 
on a: 
H,W,M, Zl[cl)x ~,(G’~,-k4 Z). 
Puisque (2~~) . . .. 2~~) est un kl:l(?ment de F,, . ..(C.(n)), son rang k est infkieur 
HOMOLOGIE ET K-TH&~RIE 43 
oti Cgal a n-p, d'oti n - k2p. Done, si p 3 pr - 2, par hypothtse de 
recurrence, on a 
pour tout c E Qn -p, y). Par consequent: 
D’autre part, il est clair que ZOcc,, F,.-,(C,(n)) est isomorphe a 
Z OGfn ...p) C&n -p). D’ou la proposition (22.5). g 
COROLLAIRE (2.2.6). Pour tout p ,< n - 2, ie SOW complexe F, ._,(E,, *) 
est (n - p + 1 )-acyciique. 
D~rn~nstrat~~~. C’est une consequence du thtoreme des coefficients 
universels puisque, d’ap& la proposition (2.1.4), lecompiexe Z QGfr2 -pk 
C,(n-p) est (n-p-t X)-acyclique. i 
PROPOSITION (2.2.7). Lecomp~e~eq~ot~ent E,,./F,-,(E,T*)est (n-p+ I)- 
acyciique. 
Demonstration. Notons C&r; n-p) le complexe quotient C,(n)/ 
F,-JC*(vz)), dont la diffirentielle st induite par celle du complexe C,(n). 
11 est clair que C&n; n -p) = 0 pour q < IZ -p et qu’il en est done de m&me 
pour EJF,, -,(E,,,). Nous allons montrer que la differentielle: 
est surjective, ce qui entra~nera la proposition. Le G~~~~)-rnodu~e 
G-p+ 1 (n; n - p) est engendre par la classe de l’elbment (e, . . . . e, --p +, ). 
Cette classe st I’image par la differentielle du compiexe C,(n; n -p) de la 
classe dans C, --p +2 (n;n-p) de l’element fe,+e,,e,,...,e,,_,+,) de 
C,-.,, &r). D’autre part, d’aprb Ie lemme de Shapiro, Ie groupe 
Ep,,-p+ II%--,(Ep.n-,, I )est isomorphe au groupe 
(ZOcc,j (e,, .. . . en-p+I ))Oz H,(GL,- i(A), Zl 
et la cfasse de (e,+ez.e,, ...,en-p+l) dans le groupe Ep,n--p+Z/ 
Fn-,(Ep,n-,+2) wpartient au soup-we (ZC?J~(~) (et -ke2, e,, . . . . enep+ ,)) 
Oz HJGL,- !(A), Z). On en dtduit Ie r&.&at. 1 
COROLLARIE (2.2.8). Pour tout p 6 n - 2, Ie complexe Ed, * est 
(n - p + 1 )-acyclique. 
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Dkmonstration. C’est une consequence immediate du corollaire (2.2.6) 
et de la proposition (2.2.7). 1
Le corollaire (2.2.8) montre qu’on a 
E&=0 
pourpdn-2 et q<n-p+ 1. On en deduit que 
Or, d’apres les propositions (2.2.1) et (2.2.2), on a: 
I$,,= H,-,(GL(A), Z)llm(H,,~,(GL,,~,(A), Z )
Ei-I, =Ker(H, -,(GL,,- ,(AhZ)-*H,-,(GL(A), Z)). 
Comme I’aboutissement de la suite spectrale est nul, on en deduit que 
l’homomorphisme de stabilisation GL, _ , (A ) + GL,(A ) induit un 
isomorphisme: 
Hn- ,(GL ,(A), Z) = H, ,(GUA), Z). 
En appliquant, par recurrence, lam&me methode de demonstration au 
complexe C,(r) sur lequel opere le groupe GL,(A), r b n, on obtient de la 
m&me facon: 
0= E;_ ,,,= H,- l(GL(AL Z)/WH,,- ,(GL ,(A), Z)) 
O=E;:-,, = Ker(H, . ,(G-L ,(A), Z) --) H,- ,(GL(A), Z)). 
Ceci acheve la demonstration du thtoreme 1. 
3. PRE&RE o~srRuc~10N A LA STABLIT~ DE L'HOMOLOGIE 
DU GROUPE LINkAIRE: 
LA K-TH~ORIE DE MILNOR DES ANNEAUX 
Dans ce chapitre, nous ttudions la premiere obstruction a la stabilite de 
I’homologie du groupe lineaire. D’apres le theoreme 1 du chapitre 2, il s’agit 
done, pour un anneau A vtrifiant les hypotheses Hl et H2, d’etudier le 
groupe 
H,(GL(A), Z)IWH,(GL,- ,(A), Z)). 
Pricisement, leresultat principal de ce chapitre st le suivant: 
THI?OR~ME 2. Soit A un anneau vhrfiant les hypothkses HI et H2. 
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Alors pour tout n b 2, le groupe H,( GL,,( A), Z)/Im( H,( CL, ~ ,(A), Z)) esf 
isomorphe au groupe abPlien K:(A) engendrk par les tilkments {a,, . . . . a,,}, 
a, E A* pour i = 1, . . . . n, soumis aux relations 
ia , , . . . . a,a:, . . . . a,} = {a,, . . . . a,, . . . . a,> + {a,, . . . . a:, . . . . a,},Vi= 1, . . . . n, 
{a,, . . . . a,} =0 s’il existe i fj tels que ai + a, = 1. 
Remarque. Si A est un corps commutatif, le thtorkme 2 redonne le 
rksultat de A. A. Suslin [Sul 1. 
Pour dkmontrer ce thkorkme, nous allons, dans une premikre partie, 
montrer que pour tout n b 0 il existe un homomorphisme surjectif en de 
K/(A) sur H,(GL,,(A), Z)/Im(H,(GL, _ ,(A), Z)). Puis, dans une deuxikme 
partie, nous construirons un homomorphisme dans l’autre sens Y,, tel que 
Y,, 00, soit le morphisme identitk de K:(A). Ceci prouvera que 0, est aussi 
injectif, et done que c’est un isomorphisme. 
3.1. Les g&&ateurs de la premike obstruction 
Pour motiver l’introduction des groupes Kc(A), nous allons tout 
d’abord tirer une information supplitmentaire de l’ttude de la suite spec- 
trale du chapitre 2. 
PROPOSITION (3.1.1). Si l’anneau A akifie les hypotheses Hl et H2, 
l’inclusion diagonale de GL( A) x ” duns CL,(A), induit un homomor- 
phisme surjectif de groupes de H,(GL,(A), Z)@’ sur H,,(GL,,(A), Z)/ 
WKW+ d4, W 
D&monstration. Notons EPy = HP( GL,( A), C,(n)), le terme d’indice 
(p, q) du terme E’ de la suite spectrale du chapitre prtctdent. Considkrons 
le sous-complexe F,(E, _ ,, *) de E,, _ ,,*. Une ktude analogue 6 celle de la 
proposition (2.2.5), montre que le complexe F,(E,_ I,*) est isomorphe g 
(ZOG(l, C,(l))@, H,_ I(GL,_,(A), Z). Mais contrairement ii ce qui se 
passe pour n > 2 (proposition (2.1.4)), le complexe Z Occ 1, C,( 1) n’est pas 
acyclique t son homologie est H,(GL,(A), Z). De plus, comme dans la 
proposition (2.2.7), le complexe quotient E, _ ,, I/F,( E, ~ ,, l) est 2-acyclique. 
On en dCduit l’existence d’un homomorphisme surjectif de groupes y de 
H,(GL,(A), Z)@ H,- I(GL,- ,(A), Z) sur le terme d’indice (n - 1, 2) du 
terme E*. Nous allons ktudier la composition d* 0 y oti & est la diffkrentielle 
Cette diffkrentielle st obtenue en considtrant le diagramme suivant dans le 
terme E’: 
46 DANIEL GUIN 
Composer y et d2 consiste a etudier dans le diagramme ci-dessus, l’image 
de L,, I OCcnj F,( C,(n)). D’apres le lemme de Shapiro (2.2.1), cegroupe est 
isomorphe A (L,p,@GC,I. 1,Z)@,(Z@,c,,C2(1)), et son image dans 
le diagramme ci-dessus induit le produit externe en homologie. Par 
consequent, d2 c y est l’homomorphisme de groupes H,(GL,(A), Z) @ 
H,- ,(GL,- ,(A), Z) + H,(GL,(A), Z)/Im(H,(GL, I(A), Z)) induit par 
l’inclusion diagonale de GL , (A ) x GL, ~ 1 (A ) dans GL,( A ). Comme 
E$=Eg=O 
la differentielle d’ est surjective, et puisque y est aussi surjective, d2 0 y est 
un homomorphisme surjectif. La proposition (3.1.1) decoule de ce resultat 
par recurrence. 1
Notons 0,, l’homomorphisme compose 
e,:A*““~H,(GL,(A),Z)O”~H,,(GL,~(A),Z)IIm(H,(GL,, ,(A),Z)) 
oti le premier homomorphisme de groupes est induit par l’abelianisation 
A* -+ H,(G,(A), Z)=A*/[A*, A*]: 
et oti le second est celui donne par la proposition (3.1.1). 
PROPOSITION (3.1.2). Pour tout n, I’application 8, est Maire sur chaque 
variable, et pour tout u E A* tel que 1 - u E A*, on a e2(u, 1 - u) = 0. 
DPmonstration. La premiere assertion est Cvidente. Pour tout u E A*, les 
elements u et I- u commutent. L’image du couple (u, 1 - u) de A* x A* 
dans H,(GL,(A), Z) est (diag(u, l), diag(1, 1-u)), ou (a, /I) designe la 
classe, dans le groupe H,(GL,(A), Z) du cycle (c(, /I) - (8, a). 
11 est facile de verifier que 
(diag( u, 1 ), diag( 1, 1 - u) ) 
= (diag(u, u-i ), diag(1, 1-u)) mod H2(GL,(A), Z). 
I1 suffit done de montrer que l’element w = (diag(u, u I), diag( 1, 1 - u)) 
est nul dans H2(GL2(A), Z). Or o et (diag(u, u ‘, 1 ), diag(( 1- u), 1, 
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(1 - U) ~ I)) ont m&me image par l’homomorphisme H,(GL,(A ), Z) + 
H,(GL(A), Z), induit par l’homomorphisme de stabilisation G&(A) + 
GL(A). 
L’imagede(diag(u,u~‘,l),diag((u-l),l,(l-~)~’))dansH,(GL(A),Z) 
est l’image, par l’homomorphisme d’Hurewicz, de l’element {u, 1 - u } de 
K,(A), dont on sait qu’il est nul [M2]. Par consequent, l’image de o dans 
H,(GL(A) Z) est nulle. Or puisque l’anneau A verifie les hypotheses Hl et 
H2, d’apres le thtoreme 1, l’homomorphisme de stabilisation GL,(A) + 
GL(A) induit un isomorphisme de H,(GL,(A), Z) sur H,(GL(A), Z). Par 
consequent o est nul dans H2(GL2(A), Z). 1 
Remargue. De la meme facon, pour tout u E A *, on a O,(u, -u) = 0. 
Les resultats qui precedent nous am&rent naturellement a considerer la 
K-theorie de Milnor. 
3.2. La K-theorie de Milnor des anneaux 
DEFINITION (3.2.1). Soit A un anneau et A* le groupe des elements inver- 
sibles de A. On note K:(A) I’anneau associattf unitaire universe1 engendre 
par les elements l(a) aE A*, soumis aux relations 
l l(ab)=l(a)+l(b), 
l l(a)l(b) = 0 .si a + b = 1 ou 0. 
PROPOSITION (3.2.2). Dans l’anneau K:(A) les relations uivantes sont 
verifiees: 
(3.2.2.1) l(l)=O. 
(3.2.2.2) l(a)l(b) = -l(b)l(a). 
(3.2.2.3) I(-a’)l(a)=O. 
Demonstration. (3.2.2.1) l(a)=l(a~l)=l(a)+1(1) d’oh l(l)=O. 
(3.2.2.2) On a l(ab)l( -ah) = 0. Or: 
l(ab)l( -ab) = (l(u) + l(b))l( -ab) 
= l(a)(l( -a) + l(b)) + l(b)(l(a)) + I( -b)) 
= l(a)l(b) + I(b)l(a). 
(3.2.2.3) On a I( l)l(a) = 0. Or 
l(l)l(a)=l(--a-‘. -a)l(a)=t(-a ~‘)[(a). 1 
Remarques. (1) L’anneau K:(A) est un anneau gradue, commutatif 
grad& 
4X1,123,1.4 
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(2) On a K,M(A)=Z, et Ky(A)=A*/[A*,A*]. Pour n32, K,M(A) 
est le groupe abelien engendrt par les symboles {a,, . . . . a,,}, u, E A*, 
i = 1, ..,, n soumis aux relations 
l vi= 1, . ..) n, {aI ,..., a u: ,..., ~ }={a ,,..., uj ..., ~ }+{a ,,..., a; ..., ~1,). 
l (a,, “., a,} = 0 s’il existe i#j tels que ui + a, = 0 ou I. 
(3) Si A est un corps commutatif, les groupes KY(A), n6N, sont les 
groupes de K-thtorie de Milnor usuelle de A [Ml, BT]. Pour cette raison, 
la thtorie Ky( - ) sera appelee K-theorie de Milnor. 
PROPOSITION (3.2.3). Si I’unneuu A verifie I’hypothese Hl, K:(A) est 
l’anneuu associatif unitaire universe1 ngendrt par les elements I(u), aE A *, 
soumis uux relations 
l I(ub) = I(u) + I(b), 
l l(u)/(b)=0 si u+b= 1. 
Demonstration. Nous allons, par un calcul analogue a celui de [VdK2, 
081, montrer que, sous l’hypothese Hl, les relations ci-dessus entrainent la 
relation (3.1.4.2). On en dtduira que la relation I(u)/(b) = 0 si a + b = 0 est 
aussi veriliee. Pour alleger les notations, nous noterons {a, b} l’element 
4aMb). 
(i) Si a, 1-ueA*, alors 1 -a-’ E A* et 
O={u,l-u}={u,-u(l-u~‘)}={a,--u}+{u,l-a~’}. 
Mais 
o= (1,l -a-l }={UU~‘,l-u~l}={u,l-a-‘}. 
D’ou si a, 1 -ugA*, (a, -u} =O. 
(ii) Si u,b, l- a, 1 -b, l-abEA*, alors (a, 6) + (6, u} =O. En 
effet, 
0= {ah, -ub} = {a, -ub} + (b, -ub} 
= {a, b} + jb, a> 
d’apres (i). 
(iii) Siu,b,l-uEA*, alors {a, b} + {b, a} = 0. En effet, considerons 
les formes liniaires urjectives definies sur A2 par les elements 
unimodulaires (l,O), (0, l), (1, -l), (1, -a), (1, -b), (1, -ub). 
HOMO~~ ET K-T&~:ORIE 49 
L’hypothise H 1 assure i’existence dun Clement c E A tel que c, 1 - c, 1 - ac, 
i - be, 1 - abc soient dans A*. Alors d’apres (ii), on a 
o= (bc, u) + (a, bc} = {c, a} + {a, c} + (6, u) + {u, b} 
et d’apres (ii), {c, a} + (a, c} = 0. 
(iv) Si a, be A*, alors {a, b} -t {h, a 1 = 0. En effet, ilexiste cE A tel 
que c, 1 - c, 1 - UC E A*, d’ou, d’apres (iii), 
O={ffc,bj+{h, ac) = {c, bj + {h, e) + {U, hf + {h, ff) 
et, d’aprts (iii), 
{c, 6) + {b, c) = 0. 
Ceci prouve que la relation (3.1.4.2) est vtrifiee. 
(v) Si UEA*, alors {a, -u} = 0. En effet, ilexiste cE A tel que c, 
1 -c, 1 -aac~A*, alors d’apres (i), {ac, -uc} =0 et {c, -c} =O. Or 
{UC, -UC) = {UC, -a} -t” {UC, c) 
= {a, -u} + {c, -a] + {--a, c) $ j-c, c) 
= (a, -a) d‘aprcs (iv). n 
A partir de maintenant, nous supposons ti nouveau et pour toute la 
suite, que l’anneau A verifie l s hypotheses Hl et H2. 
PROPOSITION (3.2.4). Pour tout n E N, n >, 1, il existe un homomorphisme 
surjectfde groupes 8, de K:(A) sur H,,(GL,(A), Z)lIm(H,(GL, _ 1(A), Z)). 
DPmonstration. Pour n = 1 c’est evident. La proposition (3.1.2) montre 
que l’application 8, delinie prectdemment 
A** -, ff2(G~AA), ZYIm(H2(Gh(A h Z)) 
satisfait les relations de definition de KY(A). D’oh l’existence d’un 
homomorphisme surjectif, que nous noterons encore 8,, dtfini sur IEI,M( A). 
Les groupes KY(A) sont d&finis par produits g partir de A*. 
L’homomorphisme 
@,:A*“-tH,(GL,(A), Z)IIm(ff,(G4-,(A), Z)) 
est compatible avec ce produit et le produit en homologie. On en deduit 
que 8, dCIini un homomorphisme surjectif de groupes, que l’on notera 
encore 8,) 
0,: K,M(A)+H,(GL(A), Z)IImUf,(GL- AA), Z)). I 
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Pour demontrer le theoreme 2, il suflit deconstruire un homomorphisme 
inverse de 0,. Pour ce faire nous allons gtneraliser tsimplifier la methode 
de A. Suslin [Sul 1. Precisement, nous allons, a partir d’un complexe 
(n - I)-acyclique, construire un groupe S,(A) et un homomorphisme de 
H,(GL,(A), Z)/Im(N,(GL,.. ,(A), Z)) dans S,(A). Nous donnerons une 
presentation par generateurs et relations de S,(A) qui permettra de con- 
struire un homomorphisme de S,,(A) dans K:(A). La composition des 
deux homomorphismes ci-dessus donnera l’homomorphisme inverse de 0,, 
3.3. La thkorie S,(A) 
Considtrons le complexe (D,(n), d,) dtfini par 
la differentielle ttant induite par celle du complexe (C,(n), d,). Autrement 
dit, pour tout p dn, D,(n) est le groupe abtlien libre engendre par les 
p-uples ordonnes (u, , . . . . u,), d’elements de Urn,,(A), qui sont de rang p, et 
D,(n)=0 pourpan+ 1. 
Comme pour le complexe (C,(n), d,) (cf. proposition (2.1.3)), 
l’hypothese Hl entrafne que le complexe (D,(n), d, ) est (n - 1 )-acyclique. 
Notons 
H,(D,(n)) = Ker(D,(n) -, D,- ,@)I 
son unique groupe d’homologie non nul. 
L’optration par multiplication a gauche de GL,(A) sur Urn,(A) induit 
une operation de GL,(A) sur le complexe (D,(n), d,), et done sur 
ff,@,(n)). On pose 
S,,(A) = H,(GL(A), ff,(D,(n))). 
Si on decompose le complexe (D,(n), d,) en suites exactes courtes 
O+Z,+D,(n)+D,(n)=Z-tO 
O+Z,-+D,(n)+Z, +O 
_---------------- 
0 + H,(D,(n)) -+D,(n) + Z,_ , -+ 0, 
on obtient un homomorphisme de groupes, 
E,,: H,(GL,(A ), Z) + ff,(GL,(A 1, H,(D,(n))) = S,(A) 
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en composant les homomorphismes bords 
ff,(GL(AL Z)+H,-,(GL(A), 2,) 
..- -*H,(GL,(A),Z,...j)-‘Hj-,(GL,(A),Z,-,+,) 
. . . + ff,(GL,(A ), Z, - 1) -+ ff,(GL(A ), H,(D,(n))). 
LEMME (3.3.1). La restriction de E, au s~~s-gr~~~e Im(H,(GL,- !(A), Z)) 
est nulle. 
Demonstration. L’inclusion de GL, _ ,(A) dans GL,(A ) par l’homo- 
morphisme de stabilisation, permet de considtrer (D,(n), d,) comme un 
complexe de CL, ~. ,(A )-modules. On veritie facilement qu’en tant qu’homo- 
morphisme de GL,_ ,(A)-modules, la differentielle a (n) -+ I&(n) = Z 
admet une section. D’oti le lemme. 1 
COROLLAIRE (3.3.2). L’homamorphisme E, prtcPdent induit un homo- 
morphisme de groupes, qu’on notera encore E,,, 
Nous allons maintenant donner une presentation par g~n~rateurs et 
relations du groupe S,,(A). Considerons A,+,(n), j= 1 ou 2, le groupe 
abelien libre engendre par les (n +j)-uples ordonnis (u,, .. . . u,+~) 
d’elements de Urn,(A), qui sont tels que tout n-uple extrait soit de rang n. 
Les differentelles ttant detinies de facon usuelle, la (n - I)-acyclicitt du 
complexe (D,(n), d,) donne la suite xacte 
(*I: A,+,(n) 5 A,+ I@) ~5 fJ,P,(n)) -+O, 
Sous l’action de GL,JA ), tout element (ur , . . . . a, + j) de A, + j, j = 1 ou 2, 
est dans I’orbite d (e,, .. . . e,, a) (resp. (e,, .. . . e,, a, b)) oti (e,, .. . . e,) est la 
base canonique de A”, et a=C,6jS.eiait tT~=C~,~,,e,tt,. . . 
LEMME (3.3.3). (1) L’~l~ment (e,, .. . . e,, a) a~~art~ent Li d,+,(n) si et 
seulement si, pour tout i = 1, . . . . n, ai E A*. 
(2) L’PIkment (e,, .. . . e,, a, b) appartient & A,,,(n) si et seulement si 
pour tout i = 1, . . . . n, aiE A*, et, en posant bi= sic,, Vi= 1, . . . . n, CiE A*, et 
Vi+j, Ci-C,EA*. 
Ddmonstration. (1) L’anneau A veritiant l’hypothese Hl, est de rang 
stable 1. Pour montrer que ai est inversible, il sufftt done de montrer qu’il a
un inverse A droite (ou a gauche). Ceci decoule immediatement du fait que 
l’ecriture matricielle de l’element (e,, .. . . “ef’, . .. . en, a) a un inverse a droite 
(ou a gauche). 
(2) Idem. 1 
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On dtduit de ce lemme que la suite xacte 
associee a la suite xacte (*), s’ecrit 
(**): n z 5 nz f S,(A)+0 
(f&b) (a) 
avec 
a = (a,, . ..) a,) telqueVi= 1, . . . . n, u,EA* 
b = (a, Cl, ..., a c,*) tel que Vi= 1, . . . . n, ci E A* 
et Vi#j, cj-cci6A* 
et ou d et 6 sont les homomorphismes induits par d et 6. 
Notation. Notons (a, , . . . . a, ) la classe dans S,(A ) du cycle 6(e, . . . . e,,, a) 
avec a=CiGiGHeiaj. 
PROPOSITION (3.3.4). Le groupe abelien S,,(A) est engendrk par Ies 
Plkments (a,, . . . . a,,), a,E A*, i = 1, . . . . n soumis h la relation suivante: 
- pour toute famille d’CIt!ments ci de A*, i= 1, . . . . n vkrifiant, Vi#j, 
c, - ci E A *, alors 
(a, Cl, .. a,c,) - (a,, . .a,> 
= C (-l)j+’ (a,(cl -c,), . . . . “a,(c;-ci)“, . .. . a,(c,-cc,), c,). 
1<ren 
Dkmonstration. D’apres la suite xacte (**), il est clair que S,(A) est 
engendre par les elements (a,, . . . . a, ), ai E A *, i = 1, . . . . n. I1 faut determiner 
l’image de d. Sous l’action de CL,(A), les elements 
(e , , . . . . “e:‘, .. . . e,, a, b) et (e 1 , ..., e - I, 4% b(i)), 
avec a(i) = ‘(a,, .. . . “a;, . . . . a,, ai) et b(i) = ‘(b,, ... . “b;‘, ... . b,, hi), sont dans 
la m&me orbite. 11 en est de m&me des elements 
(e 17 ..., e n-1, a(i), b(i)) et (e,, . . . . e,, d(i)) 
avec 
d(i) = ‘(6, - a, a,- ’ b,, . . . . “h, - aia; lb,“, ... . h, - ana,: ‘b,, a; ‘hi). 
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D’oti en posant bj= a,ci, on en dkduit que les Clkments (e,, .. . . “e,“, ... . 
e,, 4 b) et (e,, .. . . e,,f(i)), avec 
f(i) = ‘(a,(c, - c;), ...) “U,(C, - CJ’, . ..) a,(c, - c,), c,), 
sont dans la mCme orbite. Par constquent, 
+(-l)“+‘(e,, . . . . e,,b)+(-l)“+2(e, ,..., e ,a). 
D’oti, en appliquant 6, 
lsc,z (-l)‘+n (altcl -ci),...~ “aj(cl -c~Y’7-.., antCn-Cj), Cj> 
. . 
= (a,c,, . . . . as,) - (aI, . . . . a,>. I 
Cette prksentation nous permet de comparer les groupes S,(A) et K/(A). 
PROPOSITION (3.3.5). Soient aj, ci, i= 1, . . . . n des tl&ments inversibles de 
A, tels que, pour tout i # j, ci- cj’ A *. Dans le groupe KnMfA) ta relation 
suiv~nte st vkifiee, 
t a,c,, . ..I a,c,)- (a,, **a, > 
= x (-l)‘fn{u,(cl-ci), . ..) “a,(ci-cCi)“, . ..)an(cfl-CJ,CJ. 
I Gi<:n 
~~monstr~t~on. On pro&de par rkcurrence sur n. DCmontrons que la 
relation est v&riGCe dans le cas n = 2. On a 
{alcl, U2%)- ia,, a*) 
= (a,, c2) -i- {C13 4 -t h CA 
MC, -CA cd- @dc?-c,), Cl) 
= (a,, c2> + {Cl -C2r c2) - (02, Cl> - {c2-c*, Cl}. 
On est done amen4 A montrer que 
fC,-CztCzf-(C2-C,,C,)=IC1,C2f. 
Or 
{c,-%c*)= (c,(l --c;1c2),c2}= {c,,c,)+ (1 -c,‘c,,c,}. 
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I1 suftit done de prouver que 
{l-c, ‘cz,c~)-(c~-c,,(.,}=o. 
Or 
{1 -c;‘c2, c2} = { 1 -L’* ‘C*, CICl ‘C*} 
= (1 -C1’C2, c,} + {l -C,P’c2, c,P’c*) 
= {-C{ ‘(cz-c,), c,} 
= { -cl- ‘) c~}+{~~-c,,c,}={c~-c,,c~). 
On suppose I’egalite verifiee pour n - 1. Remarquons qu’en Ccrivant 
a,(c,-c,)=a,c,(l -c,;‘c;), 
on a 
}={u,~C,,C,f+{‘--C,‘Ci,Ci) 
= a,c,,c;}+ {1 -c,‘ci,c,}+ {l-c,‘c;,c~~*c;} i 
= a,c,,, { Ci}+jl-C,;lC;,C,,f. 
On en deduit que, 
,4iFn_, (-‘)i+” {dc, -co, .. “u;(c,-c,Y’, .‘., a,,(c,-Cl), c,} 
. . 
= C (-l)‘+“({a,(c, -c,), . . . . “a,(~,-c,)“, . . . .a,c,, c,) 
IQ,Cn-I 
+ {u,(c, -c,), . ..) “a,(ci-cci)“, . ..)1-c; ’ cj, c;},. 
Mais, comme {a,~,, cj> = - {ci, a,~,} et { 1 -c,, ‘c,, c,} = (ci-c,, c,}, 
l’expression prtcedente st egale a 
,,ig- 1 (-‘I 
‘+‘r-‘{ul(C, -c,), . ..) “a,(ci-cc,)“, . . . . a,,- ,(c,,-. 1 c,), c;, a,c,} 
+ c (-l)i’“{a,(c, -c,), . ..) “u;(ci-ci)“, .‘.) 
14iGn-I 
a,_,(c,-,--;),Ci-C,,C,}. 
On applique alors l’hypothbse d recurrence a a,, . . . . a,_ 1, c,, . . . . c,_ , pour 
le premier terme, et a a,, . . . . a,_, , c, -c,, . . . . c,- I - c, pour le second (on 
tcrit ck - ci = (ck - c,) - (c, - c~)). L’expression ci-dessus s’ecrit alors, 
1 u,c,, . . . . Un-lC,-l, a,&} - (4, ...f an-19 4) 
-{a,(c,-c,),...,u,~,(~,~,--c,),~,,)+{~,,...,~,* ,,c }. 
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D’Oil 
1 (-l)i+n{u,(c,-c,), . . .. “Cq(Ci- c;y, . ..) a,(c,, - c,), c,} 
= { a, Cl >. .> a,c,} - {a, 7. . a,,} - {Ql(Cl - c,), ...7 a, I(C, - c,), c }. I 
COROLLAIRE (3.3.6). I1 existe un homomorphisme de groupes q,, de S,,(A) 
duns K:(A) d&i sur les gPnCrateurs par q,!( a,, . . . . a,)) = (a,, . . . . a,}. 
En composant les homomorphismes E, et qn on obtient un 
homomorphisme de groupes de H,( GL,( A), Z)/Im( H,( CL, _ i(A), Z)) 
dans K;(A). Pour pouvoir montrer que cet homomorphisme est l’inverse 
de 8,, nous allons construire une structure produit sur S,(A) qui permettra 
d’exprimer l’homomorphisme q,,o E, 0 8,. 
On dtfmit un produit sur le complexe (D,(n), d,) de la facon suivante: 
soient p Z 0 et q b 0 tels que p + q < n; deux elements u= (ui, .. . . up) E D,(n) 
et w = (w,, . . . . wq) E D,(n) sont dit en position gtnerale si le (p + q)-uple 
(Ui, ..., up, WI, . . . . wy) est de rang p + q. Si c’est le cas, on defmit le produit 
v . w en posant 
u.w=(v ,,..., up, w1 ,..., w,)EDp+y(n). 
On &tend ce produit aux chaines, deux chaines ttant en position gtntrale si 
chaque Clement de l’une est en position gtnerale avec chaque Clement de 
l’autre. Sip + q 2 n on etend le produit par zero. 11 est clair que si x et y 
sont en position generale, il en est de meme pour dx et y, ainsi que pour x 
et dy. De plus, 
Supposons que A* = A’ @ A’, r + t = n. Alors x E D,(r) et y E o,(t) sont 
tvidemment en position generale. De plus, soit CLE Aut(A’) et soit 
/I E Aut( A’), alors 
xx. by = diag(cc, j?)(x .y). 
Ainsi le produit D,(r)@D,(t) + D,(n) induit un produit 
fMGL(A), H,(D,(r)))OH,(GL,(A), ff,P,(t))) 
-, HdGUAh H,(D,(n))), 
c’est-a-dire un produit 
SAA 10 SAA ) -+ SAA 1. 
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PROPOSITION (3.3.7). Le produit S,(A)@” duns S,(A) est donnt par 
(a,>@ . ..@(a.>= C (a,, . ..) 1, . . . . 1, . . . . a,), 
1 <r(l)< .. <i(k)<n 
pour k variant de 1 ci n, les indices i( 1) < . . . < i(k) prenant toutes les valeurs 
possibles entre 1 et n, les 1 duns (a,, . . . . 1, . . . . 1, . . . . a,) apparaissant aux 
places i(j). 
DPmonstration. Pour a E A *, (a) est la classe du cycle (a) - (1) sous 
l’action de A* = CL,(A). D’aprks la dkfinition du produit ci-dessus, 
1’Clttment 
(a,>@ ... @(u,> 
de S,(A) est la classe, sous l’action de CL,(A), du cycle 
((a*)-(l))...((a,)-(1)). En kcrivant (a,)-(l) sous la forme (e,a,)-(ej) 
on a 
= c (- lYpk(el, . . i(l)Q,(l), . . erck)arck), . . . . e ) 
IGi( ... <ii(k)<n 
=S 
( 
c (-lY(el, . . . . ei(lpi(l), . . . . ertk), . . . . e,, elal 
l<i(l)a <i(k)<n 
+ ... +e,a,) 
) 
Sous l’action de CL,(A), ce dernier terme est tquivalent B
6 ( c (-l)“(e,, . . . . ep, elal + .’ l<i(l)G .. <i(k),cn 
+eicl,+ ... +eick,+ ... +e,a,) 
1 
= c (- l)k (a,, . . . . 1, . . . . 1, . . . . a,). 1 
IGi( ... <i(k)<n 
On dkduit des rbultats prtckdents que 
E, o O,( { a,, . . . . a,}) = c (-lY (a,, ..., l)...) 1,. ..) a,). 
IGi( ... <i(k)<n 
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Par consequent 
Wh4({h . . . . a,))= c (-l)k {a,, . ..) 1, . ..) 1, . . . . a,}. 
IGi( ... 4f(k)<n 
Or, d’apres (3.1.4.1), si l’un des elements a, vaut 1, l’element 
{a,, . . . . ai, . . . . a,} est nul dans K:(A). D’oh, 
%%41({~1~ . . . . a,,})= {a,, ..., a } 
et wh~B~ est l’identite d K:(A). Ceci prouve que 8, est un 
homomorphisme injectif, et comme il est surjectif (proposition (3.1.6)) 8, 
est un isomorphisme. 
Ceci acheve la demonstration du thtoreme 2. 
4. COMPARAISON DES K-THEORIES DE MILNOR ET DE QUILLEN 
Les resultats des chapitres precedents montrent que si A est un anneau 
veritiant les hypotheses Hl et H2, alors 
K,(A)=Z=K,M(A) 
et 
K,(A)=GL(A)ICGL(A),GL(A)I=H,(GL(A),Z) 
= H,(GL,(A), Z) = KY(A). 
Si de plus A est commutatif, il est “k-fold stable” (remarque a la fin du 
chapitre 1) et l’on sait alors que les groupes K,(A) et KY(A) comcident 
[VdK2]. 
Le probleme est de comparer, pour tout n, les groupes K,(A) et K/(A). 
Pour tout anneau A, l’homomorphisme d’Hurewicz permet de definir un 
homomorphisme de groupes 
K,(A) = n,(BGL(A)+) -+ H,(BGL(A)+) = H,(GL(A), Z). 
Si l’anneau A verifie les hypotheses Hl et H2, ce dernier groupe est 
isomorphe au groupe H,(GL,(A), Z). Par consequent, en composant 
l’homomorphisme ci-dessus avec la projection 
ff,(GL(A), Z) -+ ff,(GL(A), Z)IWH,(GL- ,(A), Z)‘l= C”(A), 
on obtient, pour tout n >, 0, un homomorphisme de groupes 
‘p, :K(A) + et.4 ). 
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4.1. Le cus commututif 
Si l’anneau A est commutatif, on sait qu’il existe sur la K-theorie de 
Quillen une structure produit K,(A) x K,(A) -+ K,+,(A) [Ll]. Si l’anneau 
A verifie l’hypothese Hi (et par consequent H2 d’aprb la proposition 
(1.3)), on a K,(A) = A* et l’application de K,(A) xn dans kl,(A) donnee par 
la structure produit qui, a Wtment (a,, . . . . a,) associe l’element 
a, ,a,. ... ~a,,, satisfait lesrelations de definition du groupe K:(A). Cette 
structure produit induit done, pour tout n 20, un homomorphisme de 
groupes 
tf/n: KY(A) -+ f&V). 
PROPOSITION (4.1.1). Pour touf anneau A commutatf vtr$Gmt 
I’hypothPse Hl, et pour tout n > 1, l’homomorphisme composk 
est la multiplication par ( - 1 )I* -- ‘(n - I)! 
DPmonstration. La demonstration du resultat analogue donnte dans 
[Sul ] pour les corps commutatifs est valable dans ce cas. n 
4.2. Le cas non commutat~f 
Si ~anneau A est non commutat~f, la structure produit sur K,(A) evo- 
qute ci-dessus n’est pas delinie, et il en est done de m&me des 
homomorphismes II/, . La comparaison des theories K,(A) et K?(A) est 
alors beaucoup plus delicate. 
Toutefois, iA est un armeau local non commutatif, le theoreme (6.1) de 
[GZ] donne le noyau et le conoyau de rp,: K*(A) + KY(A). En effet, ifest 
facile de voir que Ie groupe note Sym(A) dans [G2J n’est autre que le 
groupe KY(A). On a done le resultat suivant: 
THBOR~ME (4.2.1). Soit A un anneau local non commutatif tel que 
A/Rad(A) # F,. La suite de groupes ci-dessous e t exacte 
(A*Y’%3z K*(A) -+ H&f*, U(A))+ H,(A*, [A*, A*]) -+ K,(A) 
+ K?(A) + [A*, A* ]/[A*, [A*, A* ‘J --) 1. 
Dkmonstration. Cf. [G3, Chapitre 41. 1 
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